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3D CAA  Untersuchungen  an einem  aktiven  Hochauftriebsprofil  mit  Coandaklappe
Hintergrund:
Im Rahmen  des Sonderforschungsbereichs  SFB880 "Grundlagen  des Hochauftriebs  künftiger
Verkehrsflugzeuge"  werden am Institut  für Aerodynamik  und Strömungstechnik  des DLR in
Braunschweig  die akustischen  Eigenschaften  eines  aktiven  Hochauftriebssystems  mit
ZirkuIationskontroIle  untersucht.  Dieses ist mit  einer  stark  ausgeschlagenen,  spaltlosen
Hinterkantenklappe  und einer Senknase ausgestattet.  Zur Vermeidung  von Strömungsablösungen
wird stromauf  der Klappe eine wandparallele  Ausblasung  genutzt.  Der positive  Einfluss  der
Ausblasung  ist nach dem Entdecker  als Coanda-Effekt  bekannt.
Vorangegangene  Messungen  im akustischen  Windkanal  weisen darauf  hin, dass ein solches System
eine geringere  Schallabstrahlung  aufweisen  kann als ein konventionelles  Hochauftriebssystem  aus
Vorflügel,  Hauptflügel  und Fowlerklappe.  Bisher durchgeführte  aeroakustische  2D Simulationen
konnten  für  das aktive  Hochauftriebssystem  zwei  Hauptschallquellen  identifizieren,  die zur
Schallimmission  unterhalb  des Profils beitragen.  Diese sind die Interaktion  turbulenter  Wirbel  der
Grenzschicht  mit der Hinterkante  der Klappe sowie die ZentripetaIbeschIeunigung  turbulenter
Wirbel  an der  gekrümmten  Profilkontur  direkt stromab der  Ausblasung.  Letztere  wird  als
Krümmungsschall  bezeichnet.
Zielstellung:
Ziel der Studienarbeit  ist es, akustische  3D Simulationen  am gegebenen  Hochauftriebsprofil  mit
Coanda-Klappe  durchzuführen.  Dabei soll untersucht  werden,  ob sich die Relation der Schallquellen
an der  Hinterkante  und der gekrümmten  Profilkontur  im Vergleich  zu den bisherigen  2D
Simulationen  ändert, wenn die spannweitige  Korrelation  der turbulenten  Quellen berücksichtigt
wird.
Das Deutsche  Zentium  fur Lu+t- rind Raumfalfö  e V ist
Mitglied  der Helmlioltz-Gemeinscliaft  Vertreter  des DLR
sind det  Vorstand  und von ihm ermachtigte  Petsonen
Auskunfte  erteilt  der Leiter  Allgemeine  Reclitsangelegen-
heiten,  Luider  Hohe, 51147  Koln (Hauptsitz  des DLR)
Lilienthalplatz  7
3fü08  Braunscliweig
Telefon  053T 295-0
Internet  DLR de
Deutsches  Zentrum
für  Luft-  und  Raumfahrt
Zum Erreichen  des Ziels ist ausgehend  von dem Aufbau  des 2D Rechengebiets  eine Studie  zur
möglichen  Vergröberung  des Rechennetzes  sowie  der Eingrenzung  der Quellgebiete  durchzuführen.
Diese dient  als Vorbereitung  der anschließenden  3D Simulationen  zur Verringerung  des benötigten
Rechenaufwands.  Für die 3D Simulationen  ist das Rechengebiet  schrittweise  in spannweitiger
Richtung  zu extrudieren.  Damit  soll  geklärt  werden,  welchen  Einfluss  die  Ausdehnung  des
Rechengebiets  auf die  Relation  der zuvor erläuterten  Schallquellen  hat. Bewertet  werden  soll
ansch1ief3end,  inwieweit  die Ergebnisse  der 2D von denen  der  3D Simulationen  abweichen.
Die Ergebnisse  der Studienarbeit  sind in einem  schriftlichen  Bericht  darzustellen  und zu diskutieren
und in einem  Vortrag  vorzustellen.
Pro.  Dr -lng.  Jan Delfs
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❡♥❣✐♥❡s t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛❝♦✉st✐❝ s❤✐❡❧❞✐♥❣✱ ♦t❤❡r ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s s❤✐❢t ✐♥t♦ ❢♦❝✉s✳
❆✐r❢r❛♠❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❧❛♥❞✐♥❣ ❣❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t❤❡✐r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦✐s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ t❤❡
❣r♦✉♥❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❧❡ss ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝❛②✳ ❚❤❡
❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠✳
❆♥ ❛❝t✐✈❡ ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s ❛ ❈♦❛♥❞❛ ✢❛♣✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞r♦♦♣ ♥♦s❡ ❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✱
❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤❡r ❧✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ t❤r❡❡✲❡❧❡♠❡♥t✲✇✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✇❤✐❧❡ ❡♠✐tt✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✷✵✶✵ ❜② P♦tt✲P♦❧❧❡♥s❦❡ ❛♥❞ P✜♥❣st❡♥
✐♥ t❤r♦✉❣❤ ✇✐♥❞✲t✉♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝❧❡❛r❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ❝♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧ ♦♣t✐♦♥s t♦ r❡❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r✳
■♥ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t✇♦ s♦✉r❝❡s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❝♦♥tr✐❜✉t♦rs t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡
♦♥ t❤❡ ✢❛♣✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ s♦✉r❝❡s ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♦♥❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❝♦♥❞✉❝t t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ t❤❛t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡s❡ s♦✉r❝❡s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s s✉♣♣♦rt t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ❡♥❡r❣② ❛❝r♦ss ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❤✐❣❤❡r s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ❛
❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
s❤♦✇ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ t♦ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧♦✇❡r ❢r♦♥t✱ ✇❤❡r❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
♥♦✐s❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❧❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ s♦✉♥❞ r❛❞✐❛t❡❞
❛❢t✲❞♦✇♥✇❛r❞s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st✱ t❤❛t ❜♦t❤ s♦✉r❝❡s ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
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a∞ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞
b s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣
c ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✇✐♥❣ ♣r♦✜❧❡
cy s❝❛❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t
C ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✷❉ t♦ ✸❉ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
Cµ ✭❜❧♦✇✐♥❣✮ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
CL ❧✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥t
D ❥❡t ❞✐❛♠❡t❡r
dB(x) ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ① ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡✴❜♦❞②
dS(x) ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ① ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡
f ❢r❡q✉❡♥❝②
h ❜❧♦✇✐♥❣ s❧♦t ❤❡✐❣❤t
He ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♥✉♠❜❡r
HeB ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡✴❜♦❞②
HeS ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
I3D s♦✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②
k t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
L ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r
l s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❣r✐❞
lB ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡✴❜♦❞②
lS s♦✉r❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
lmin t✉r❜✉❧❡♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡st ❡❞❞✐❡s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❢❘P▼
ṁ ♠❛ss✢♦✇
M ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r
M0 ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r
M∞ ❢r❡❡ str❡❛♠ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r
p ♣r❡ss✉r❡
p0 ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ♣r❡ss✉r❡
p′ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡
Qi ❛❡r❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ t❡r♠
r ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡
Re ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
Sref ✇✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛r❡❛
t t✐♠❡
∆t t✐♠❡ st❡♣
Tij ▲✐❣❤t❤✐❧❧ str❡ss t❡♥s♦r




v0 ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②
vjet ❥❡t ✈❡❧♦❝✐t②
v∞ ❢r❡❡ str❡❛♠ ✈❡❧♦❝✐t②
∆x ❣r✐❞ s✐③❡
●r❡❡❦ ❙②♠❜♦❧s
α ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦
αmax st❛❧❧ ❛♥❣❧❡
δ ✢❛♣ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡
δ0 ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss








Π(x) ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ✇❤❡t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ① ✐s ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♥❡❛r✜❡❧❞
ρ ❞❡♥s✐t②
ρ0 ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❞❡♥s✐t②
ρ∞ ❢r❡❡✲str❡❛♠ ❞❡♥s✐t②
ρ′ ✭❛❝♦✉st✐❝✮ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
σ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r







0 ♠❡❛♥ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t②
❆❝r♦♥②♠s
APE ❆❝♦✉st✐❝ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥s
AFC ❆❝t✐✈❡ ❋❧♦✇ ❈♦♥tr♦❧
CAA ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝s
CFD ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s
CFL ❈♦✉r❛♥t✲❋r✐❡❞r✐s❝❤s✲▲❡✈✐
dB ❞❡③✐❇❡❧
DES ❉❡t❛❝❤❡❞ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
DLR ❉❡✉ts❝❤❡s ❩❡♥tr✉♠ ❢ür ▲✉❢t✲ ✉♥❞ ❘❛✉♠❢❛❤rt ✭●❡r♠❛♥ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❈❡♥t❡r✮
◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❳■
DNS ❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
fRPM ❢❛st ❘❛♥❞♦♠ P❛rt✐❝❧❡ ▼❡s❤
Hz ❍❡rt③
ICAO ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈✐✈✐❧ ❆✈✐❛t✐♦♥ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
LEE ▲✐♥❡❛r✐③❡❞ ❊✉❧❡r ❊q✉❛t✐♦♥s
Mic1 ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♦♥ ❝✐r❝❧❡ ✶ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✷♠ ❢r♦♠ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡
Mic2 ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♦♥ ❝✐r❝❧❡ ✷ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✸♠ ❢r♦♠ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡
OASPL ❖✈❡r❛❧❧ ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧
PIANO P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❡r♦❞②♥❛♠✐❝◆♦✐s❡
PPW P♦✐♥ts P❡r ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤
RANS ❘❡②♥♦❧❞s✲❛✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
RPM ❘❛♥❞♦♠ P❛rt✐❝❧❡ ▼❡s❤
SPL ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧
❈❤❛♣t❡r ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆✐r♣❧❛♥❡ ♥♦✐s❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤✐❢t❡❞ ✐♥t♦ ❢♦❝✉s ✐♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛s ❛✐r tr❛✣❝ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❬✶❪✳
❊①❝❡ss✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❝❛✉s❡s ❛♥ ❛♥♥♦②❛♥❝❡ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❧✐✈✐♥❣ ♥❡❛r ❛✐r♣♦rts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛s ♥❡✇ ❤♦✉s✲
✐♥❣s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❡✈❡♥ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡s❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❬✷❪✳ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ■❈❆❖ ❆♥♥❡① ✶✻
❱♦❧✉♠❡ ✶ t♦ ❧✐♠✐t ♥♦✐s❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❬✸❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡s❡ ♥❡✇ ❧✐❝❡♥s✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✱ r❡s❡❛r❝❤
✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡s✱ ❛s t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❛✐r♣❧❛♥❡ ♣❛rts ✇❛s ♠♦st s✉❜st❛♥t✐❛❧❬✷❪✳
❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡s✱
s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛✐r♣❧❛♥❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥❡✇ ❧✐♥❡r t❡❝❤♥♦❧✲
♦❣② ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡ ♥♦✐s❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♥❣✐♥❡
♠♦❞❡❧s❬✷❪✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ❜②♣❛ss r❛t✐♦s ❤❛s ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
❡♥❣✐♥❡ ♥♦✐s❡❬✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♦t❤❡r ❛r❡❛s ✇✐t❤ ❣r❡❛t ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠♦❞❡r♥ s❤♦rt t♦
♠❡❞✐✉♠ r❛♥❣❡ tr❛♥s♣♦rt ❛✐r❝r❛❢t ❢r♦♠ ❆✐r❜✉s ❙■▲❊◆❈❊❘ ♣r♦❥❡❝t ❬✹❪
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✐r♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
s❤♦rt✲ t♦ ♠❡❞✐✉♠✲r❛♥❣❡ tr❛♥s♣♦rt ❛✐r❝r❛❢t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❤❛s❡❬✺❪✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ st❡♠s ❢r♦♠
t❤❡ ❆✐r❜✉s ❙■▲❊◆❈❊❘ ♣r♦❥❡❝t ❬✹❪✳ ❆s t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ♣r✐♠❛r②
❝♦♥tr✐❜✉t♦rs✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛✐r❢r❛♠❡
♥♦✇ ❡①❝❡❡❞s ❡♥❣✐♥❡ ♥♦✐s❡✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❛✐r❝r❛❢t ♥♦✐s❡ ❛t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✇♦✉❧❞
♥♦✇ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜rst r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t s♦✉r❝❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❡q✉❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
s♦✉r❝❡s ♦♥❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛t s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧s❬✷❪✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t
❞✉r✐♥❣ t❛❦❡✲♦✛✱ ❡♥❣✐♥❡ ♥♦✐s❡ ✐s st✐❧❧ ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦♥ t❤✐s s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡
❛r❡ st✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② ❬✷❪✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛✐r❢r❛♠❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
✶
✷ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t❤❡ ❧❛♥❞✐♥❣ ❣❡❛r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠s
♦r✐❣✐♥❛t❡s ♠♦st❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛♣s ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ t❤r❡❡✲❡❧❡♠❡♥t s❧❛t✲✇✐♥❣✲✢❛♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤
t❤❡ s❧❛t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✢❛♣ ❬✻❪✳
✭❛✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ❙❧❛t✲❲✐♥❣✲❋❧❛♣ ❈♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥ ❬✹❪
✭❜✮ ❈♦❛♥❞❛✲❋❧❛♣ ❉r♦♦♣ ◆♦s❡ ❈♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ✸✲❊❧❡♠❡♥t✲❲✐♥❣ ✈s✳ ●❛♣❧❡ss ❍✐❣❤ ▲✐❢t ❙②st❡♠
❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ r❡❞✉❝❡ ❛✐r❢r❛♠❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤✐s ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❣❛♣❧❡ss ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠ ❬✼❪✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡
s❧❛t✲✇✐♥❣✲✢❛♣ s②st❡♠ ✐s ❛ ❧❛r❣❡r ❧✐❢t ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦st ❣❛♣❧❡ss s②st❡♠s ❬✽❪✳ ❆❝t✐✈❡ ❋❧♦✇
❈♦♥tr♦❧ ✭❆❋❈✮ ♦✛❡rs ❛ ✇❛② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧✐❢t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ❣❛♣❧❡ss s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥♦✐s❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❬✻❪✳ ❆ ❈♦❛♥❞❛✲✢❛♣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞r♦♦♣ ♥♦s❡ ✇♦✉❧❞
❜❡ ♦♥❡ s✉❝❤ ❛ ❧♦✇✲♥♦✐s❡ ❤✐❣❤✲❧✐❢t ❞❡✈✐❝❡ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❥❡t ❜❧♦✇♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✢❛♣
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❤✐❣❤ ❧✐❢t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❜❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❬✼❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✸❛✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❧♦♣❡s ❛r❡ ♦✇❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❧✐❢t ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❝♦♥tr♦❧ t♦ s✉♣❡r❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❢✉❧❧② ❛tt❛❝❤❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✢❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧♦✇✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢✉rt❤❡r ❬✶✵❪✳
✭❛✮ ❊✛❡❝t ♦❢ ❇❧♦✇✐♥❣ ▼♦♠❡♥t✉♠ ♦♥ t❤❡
▲✐❢t ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❬✶✵❪
✭❜✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ▲✐❢t ❈✉r✈❡s ❢♦r ❈♦❛♥❞❛
❋❧❛♣ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s❬✶✶❪
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❈♦❛♥❞❛ ❇❧♦✇✐♥❣ ▼♦♠❡♥t✉♠ ♦♥ ●❡♥❡r❛t❡❞ ▲✐❢t
❚❤❡ ❥❡t ❞♦❡s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❣❛♣❧❡ss s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❆❋❈ ❬✶✷❪✱ ❜✉t
t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐s t❤❡ ❝❛s❡
✇✐t❤ ❛ t❤r❡❡✲❡❧❡♠❡♥t ✇✐♥❣ ❬✻❪✳ ■♥ t❤❡✐r ✷✵✶✵ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✻❪✱ P♦tt✲P♦❧❧❡♥s❦❡ ❛♥❞ P✜♥❣st❡♥ ✇❡r❡
❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ ❛ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 2 ❛♥❞ 20 kHz✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥♦✐s❡ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❧♦✇❡r t❤❛♥ 2 kHz✳ ❇♦t❤ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ t❡sts ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s♦
❢❛r ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❧♦❝❛t❡ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤✐s s②st❡♠ ❬✶✸❪✳ ❙♦✉r❝❡s ✇❡r❡ ♠♦st❧② ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r
t❤❡ ✢❛♣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❥❡t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❬✶✸❪✳ ■♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❤②❞r♦❢♦✐❧ ✇✐t❤ ❛ ❈♦❛♥❞❛ ✇❛❧❧ ❥❡t ❈✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❞❡✈✐❝❡❬✶✹❪✱ ❍♦✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✹ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❈♦❛♥❞❛ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ r♦✉♥❞❡❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛s t❤❡
✸
❈♦❛♥❞❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❡r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ t♦
t❤r❡❡ s♦✉r❝❡s ♣r❡s❡♥t ♦♥ ❛ ❈♦❛♥❞❛ ✢❛♣✳
❼ ❝❧❛ss✐❝ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ✢❛♣ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡
❼ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❛t t❤❡ r♦✉♥❞❡❞ ✢❛♣ s✉r❢❛❝❡
❼ ❥❡t ♠✐①✐♥❣ ♥♦✐s❡
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬✶✸❪ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s♦✉r❝❡s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤✐s s♦✉r❝❡ ♠❛✐♥❧② r❛❞✐❛t❡s ✉♣✇❛r❞✳ ❚❤✐s ❡①❡♠♣ts ❥❡t ♠✐①✐♥❣
♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✇❤✐❝❤ s♦✉r❝❡ ✇♦✉❧❞ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡
♥♦✐s❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ❏❡t ♠✐①✐♥❣ ♥♦✐s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥❞
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❛♠♣❡♥✐♥❣✱ s♦ ✐t ✐s♥✬t ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♠✉❝❤ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥♦✐s❡ s✐❣♥❛❧❬✶✸❪✳ ❚❤✐s
♦♥❧② ❧❡❛✈❡s tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❛s ❝♦♥t❡♥❞❡rs ❢♦r t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡✳
❆s ❜♦t❤ t❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✈❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤✉s
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② t❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s❤♦✇✱
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳
❈❤❛♣t❡r ✷
❚❤❡♦r②
✷✳✶ ❍✐❣❤ ▲✐❢t ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❆s t❤❡ ❛✐r❢♦✐❧s ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❛✐r♣❧❛♥❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❞r❛❣ ✉♥❞❡r ❝r✉✐s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡② ❛r❡
✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐❢t ❛t ❧♦✇ s♣❡❡❞s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❛❦❡✲♦✛ ❛♥❞ ❧❛♥❞✐♥❣ ❬✶✵❪✳
❍✐❣❤ ❧✐❢t ❞❡✈✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣s ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤❡♥
❞❡♣❧♦②❡❞✱ t❤❡② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❧✐❢t✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
✐♥❝r❡❛s❡s ❞r❛❣ ❬✶✺❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ r❡tr❛❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝r✉✐s❡ ✢✐❣❤t✱ t❤❡② ♠♦✈❡ ❜❛❝❦ ✐♥t♦
♣♦s✐t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❧♦✇ ❞r❛❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❬✶✺❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈s tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ❧✐❢t ❝✉r✈❡ ❬✶✻❪
❚❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ❛✐♠❡❞ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱
t❤❡② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❧✐❢t ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❬✶✻❪✳ ❆ ❧❡❛❞✐♥❣
❡❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❧❛t ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇♦✉❧❞ s❡r✈❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❧✐❢t ❝✉r✈❡ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r
st❛❧❧ ❛♥❣❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤✐❣❤❡r ❧✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ❛ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡ s❤✐❢ts
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝✉r✈❡ ✉♣✇❛r❞s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t ❡✈❡r② ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✜❣✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ st❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐❢ ♦♥❧② ❛ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❢❛✈♦r❡❞✱ ❛s t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡
♥♦t ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢✉rt❤❡r ❜✉t ❛❧s♦ r❛✐s❡s t❤❡ st❛❧❧ ❛♥❣❧❡✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✐❣❤t ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❬✶✺❪✳
❍✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s ❬✶✺❪✳ ✧P❛ss✐✈❡ ❤✐❣❤ ❧✐❢t
❞❡✈✐❝❡✧ ✐s ❛ t❡r♠ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥
❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬✶✺❪✳ ❆♥ ❛❝t✐✈❡ ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ❥❡t t♦
❛❞❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♦r ❜② ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s✉❝t✐♦♥ ❬✶✺❪✳ ❆ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❤r❡❡✲❡❧❡♠❡♥t
✹
✷✳✷ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝ ❙♦✉r❝❡s ✺
s❧❛t✲✇✐♥❣✲✢❛♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛s t❤❡ ❢❛st str❡❛♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
s❧♦t ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐s ♥❡✐t❤❡r ✐♥❥❡❝t❡❞ ♥♦r ❡①tr❛❝t❡❞ ❬✶✼❪✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠ ♦❢ ❛ ❈♦❛♥❞❛ ✢❛♣ ♦♥ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❛
s✐♠♣❧❡ ❞r♦♦♣ ♥♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❈♦❛♥❞❛ ✢❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡ ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ❞r♦♦♣ ♥♦s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡✱ r❡♣❧❛❝❡s
t❤❡ s❧❛t ❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❬✶✺❪✳ ❆ ❞r♦♦♣ ♥♦s❡ ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧✐❢t ❝✉r✈❡ ❛s t❤❡
s❧❛t✱ t❤♦✉❣❤ ✐ts ❤✐❣❤ ❧✐❢t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❧♦✇❡r ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ❞r♦♦♣ ♥♦s❡ ✐s ✈❡r②
❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❝♦✉♥t❡r❛❝ts t❤❡ st❛❧❧ ❛♥❣❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❈♦❛♥❞❛ ✢❛♣
✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡✳ ❚❤❡ ❈♦❛♥❞❛ ✢❛♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r ❤✐❣❤❡r ❧✐❢t t❤❛♥ t❤❡
s❧❛t✲✇✐♥❣✲✢❛♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■t ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♥♦✐s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❤✐❣❤ ❧✐❢t
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❬✻❪✳
✷✳✶✳✶ ❚❤❡ ❈♦❛♥❞❛ ❋❧❛♣
❆ ❈♦❛♥❞❛ ✢❛♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣❧❛✐♥ ✢❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❜❧♦✇✐♥❣ s❧♦t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ t❤✐♥
❥❡t ✐s ❞r✐✈❡♥ ❛❝r♦ss t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛♣ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ❈♦❛♥❞❛ ❡✛❡❝t✱ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❍❡♥r✐ ❈♦❛♥❞❛
✐♥ ✶✾✶✵ ❬✶✽❪✱ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❥❡t str❡❛♠ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❈♦❛♥❞❛ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛✐r t♦ ❜❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❥❡t✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s t♦ ❞❡❧❛② ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢❛♣
❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ✢❛♣ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✱ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢t ②✐❡❧❞ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✢♦✇
r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❇❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡




2 · ρ∞ · v∞
2 · Sref
✭✷✳✶✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❈♦❛♥❞❛ ❡✛❡❝t ♦♥ ❈♦❛♥❞❛ ✢❛♣ ❬✶✵❪
✷✳✷ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝ ❙♦✉r❝❡s
❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝s ❝♦♥s✐❞❡rs ✢♦✇✲✐♥❞✉❝❡❞ s♦✉♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♦❢ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ❬✶✾❪✳ ❆❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t♦♥❛❧ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♥♦✐s❡✱ t❤♦✉❣❤ ♠♦st s✐❣♥❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r t♦♥❛❧ ♦r
❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❡✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛♥t ❬✶✾❪✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t♦♥❛❧ ♥♦✐s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
t♦♥❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♣r♦♣❡❧❧❡r❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❧❛❞❡ ♣❛ss✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr✉♠✭✜❣✉r❡ ✷✳✸✮ ❛s ♣❡❛❦s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧ ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ t❤❡ t♦♥❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ❜❧❛❞❡ ♣r♦✜❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ❛s
t❤❡② ❛r❡ ♣❛ss❡❞ ♦✈❡r ❜② ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❬✷✵❪✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧s❡❧❢
♥♦✐s❡✧ ❬✷✶❪✳ ■t ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❜② t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❡❛❦s ❬✷✵❪✳
✻ ✷✳ ❚❤❡♦r②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❙♦✉♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♥♦✐s❡ ❬✷✵❪
❚❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣t ❛t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ✇❛s ♠❛❞❡ ❜② ❙✐r
▼✐❝❤❛❡❧ ❏❛♠❡s ▲✐❣❤t❤✐❧❧ ✐♥ ✶✾✺✶ ❬✷✷❪✳ ❍❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ◆❛✈✐❡r ❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s t♦
❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❡r♠s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡













❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ▲✐❣❤t❤✐❧❧✬s ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ ❛♥❛❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ Tij ✐s ❝♦✐♥❡❞ t❤❡ ▲✐❣❤t❤✐❧❧
str❡ss t❡♥s♦r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❡♥s♦r r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♦✉r❝❡ ❬✷✸❪✳ ❚❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ◆❛✈✐❡r ❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s ♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ s♦✉♥❞
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ s♦♠❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❡✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s s♦✉r❝❡s❬✷✸❪✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦st❧② ♦✇❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s ♥♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❬✷✸❪✳ ❆♥♦t❤❡r s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s✱ t❤❛t ✐t ❝❛♥✲
♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❤♦✇ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤✉s ❝❤❛♥❣❡
s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡s✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❛✈✐t② ✢♦✇ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ♦✈❡r ❛ ❝❛✈✐t② ♣r♦❞✉❝❡s s♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❛t t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✉♣str❡❛♠✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❞❡st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r
❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡ ❬✷✹❪✳
▲✐❣❤t❤✐❧❧✬s ❛♥❛❧♦❣② ✐s ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❥❡t ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉♥❞
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❢r❡❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ▲✐❣❤t❤✐❧❧ str❡ss❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t s❤❡❛r ❧❛②❡r ♦❢
❛ ❝♦❧❞ ❥❡t ♣r♦❞✉❝❡ s♦✉♥❞ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ✈♦rt✐❝❡s ♣❛ss✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ s♣❛❝❡ ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ t❤❡ ❥❡t ❞✐❛♠❡t❡r
❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇❬✷✸❪✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢








❚❤✐s ✽t❤ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r s♠❛❧❧ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡rs M << 1✱ ❝♦❧❞ ❥❡ts ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❞❡♥s✐t② ρ0 ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♣r♦✈❡♥ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡❬✷✸❪✳
✷✳✷ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝ ❙♦✉r❝❡s ✼
❆t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ❛♥❞ ❧♦✇ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♣❛t✐❛❧







= ρ0∇(~ω × ~v) ✭✷✳✺✮
❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ~ω r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ♦❢ ❛ ✈♦rt❡①✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱
❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① ✐ts❡❧❢❬✷✸❪✳ ~v ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈♦rt❡① ✐s
❝♦♥✈❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✢♦✇✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ~ω× ~v t♦ ❜❡ ♥♦♥✲③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤✉s s♦✉♥❞
t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ~ω ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ~v ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦
✢✉❝t✉❛t❡ ✐♥ t✐♠❡❬✷✸❪✳ ❆♥ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ ✈♦rt❡① ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈♦rt✐❝✐t② ❝❛♥ ♦♥❧② ♣r♦❞✉❝❡ s♦✉♥❞✱ ✐❢ ✐t
✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❛❝❝❡❧❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ~v ♦✈❡r t✐♠❡❬✷✸❪✳
❆ s✐♥❣❧❡ ✈♦rt❡① ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❡♠✐t s♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❖♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✈♦rt✐❝❡s
❝r❡❛t❡s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♦✉♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ t✇♦ ❞✐♣♦❧❡s ❛r❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥❡❞❬✷✸❪✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞✱ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❛❝❝❡❧❛r❛t✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧
♣r♦❞✉❝❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
❛r❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❛r❛t✐♦♥
♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦❞✉❝❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦♥❛❧✱
♥♦✐s❡✳
❖♥❧② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ 30 kHz ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ❞❡❣r❡❡✱ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♥♦✐s❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❛t ❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜♦✉t 110 t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲s✐③❡ ✇✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③
♥✉♠❜❡rs ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✶✵ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲s✐③❡ ❛✐r❝r❛❢t✳ ❆ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
30 kHz ✇♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 3 kHz✳ ❚❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ❛t 3 kHz ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ s♦✉♥❞
♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❜② ♥❡❛r❧② 5 dB ♣❡r 100m ❛t ❧♦✇ ❤✉♠✐❞✐t② ❛♥❞ 1.5 dB ❛t ✈❡r② ❤✐❣❤ ❤✉♠✐❞✐t②✳
❆ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② s✉❝❤ ❛s 4 kHz ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥ ❛❜s♦r❜t✐♦♥ ♦❢ 7.5 dB ♣❡r 100m ❛t ❧♦✇
❤✉♠✐❞✐t② ❛♥❞ 2.1 dB ❛t ❤✐❣❤ ❤✉♠✐❞✐t②✳
✷✳✷✳✶ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡
❚r❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ♠♦✈✐♥❣ ❛❝r♦ss t❤❡ s❤❛r♣ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛
❣❡♦♠❡tr② ❬✷✺❪✳ ❚❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❡❞❞✐❡s ✐s s❝❛tt❡r❡❞
✐♥t♦ s♦✉♥❞ ❛s t❤❡② ❝r♦ss t❤❡ ❡❞❣❡✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ✈♦rt❡① ♠♦✈✐♥❣ ❛❝r♦ss ❛ s❤❛r♣ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡①
❛s ✇❡❧❧ ✐t✬s ✈❡❧♦❝✐t② ❬✷✻❪✳ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♦♥❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① ♠♦✈✐♥❣










❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻ s❤♦✇s s♦♠❡ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ s♦✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ❬✺❪✳
❚❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② v0 ❛♥❞ M0 =
v0
a∞
r❡s♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ tr❛✐❧✐♥❣
❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✱ ❛s ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✜❢t❤ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❬✷❪✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❛❧s♦ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ r
❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ t❤❡ s♣❛♥ b ♦❢ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss δ0 ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❞❞✐❡s ✐♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❋♦r s✉❜s♦♥✐❝ ❝❛s❡s✱
❛s t❤❡ s♦✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❢r❡❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❥❡t ♥♦✐s❡ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ ✢♦✇ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢
✽✱ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ ❛ ✜❢t❤ ♣♦✇❡r ❧❛✇✱ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❬✷✼❪✳
❈♦♠♠♦♥ ✇❛②s t♦ r❡❞✉❝❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡♣t ♦r s❡rr❛t❡❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ✇❤✐❝❤
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r✉s❤❡s t♦ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣
✽ ✷✳ ❚❤❡♦r②
❡❞❣❡ ♦r ♣♦r♦✉s tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❬✷❪ ❬✺❪✳
✷✳✷✳✷ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡
■♥ ❬✶✹❪ ❍♦✇❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✢♦✇ ♠♦✈✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡
r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ✧❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡✧✳ ❚❤✐s ❜❡❛rs r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ t♦ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✱
❛s t❤❡ s♦✉♥❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❈♦❛♥❞❛ ✢❛♣✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✢♦✇ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❧②
❜❧♦✇♥ ✇❛❧❧ ❥❡t ❛❝r♦ss t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❈♦❛♥❞❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❆s t❤❡ ❥❡t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛♥ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② t✉r❜✉❧❡♥❝❡✲❣❡♦♠❡tr② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦✐s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s s♦✉r❝❡✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✈♦rt❡① ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✢❛♣ ❝✉r✈❡ ✇♦✉❧❞
❜❡ ♦❢ ❧♦♥❣❡r ❞✉r❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❛t t❤❡ ✢❛♣ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✐s ❤♦✇❡✈❡r
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤✐♥♥❡r ❛t t❤❡ ✢❛♣ s❤♦✉❧❞❡r✱ ✇❤❡r❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ♦❝❝✉rs✱ t❤❛♥ ❛t t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✳
❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ δ0 r❡s✉❧ts ✐♥ s♠❛❧❧❡r ❡❞❞✐❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s♦✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ r ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r ❢♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡✳
❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝♦♠❡ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣❧② s♠❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✳
✷✳✸ ❆❝♦✉st✐❝ ❢❛r✲✜❡❧❞ ✈s✳ ♥❡❛r✲✜❡❧❞
❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s♣❧✐t ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥t♦ t✇♦ ❛r❡❛s❀ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝
♥❡❛r✲✜❡❧❞ ❛♥❞ ❢❛r✲✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞
❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❛r❡❛✱ ❛s ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s ❜❡❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t②
t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐t ❬✶✾❪✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡①
❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛r❡❛ ❬✶✾❪✳
❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ ❜❡❤❛✈❡s ❛s t❤♦✉❣❤ ✐t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤
❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❬✶✾❪✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ♠♦✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s♦✉♥❞✱ ❜✉t ✐s ✐♥st❡❛❞ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❬✶✾❪✳ ❚❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ∼ 1
r2
❛♥❞ t❤✉s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲
✜❡❧❞✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ∼ 1
r
❬✶✾❪✳ ■♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✱ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❡✛❡❝ts t❛❦❡ ❤♦❧❞✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
♠♦✈❡ ❛s ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ❛s s♦✉♥❞ s✐❣♥❛❧s ❬✶✾❪✳
❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ❡♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❜❡❣✐♥s✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
s♦✉r❝❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡
❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❬✶✾❪✳ ❆s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ♦♥❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞
❜❡②♦♥❞✱ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❡✛❡❝ts st❛rt t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❢❛r✲✜❡❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞
❬✶✾❪✳
❆♥♦t❤❡r ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✧❍❡❧♠❤♦❧t③ ♥✉♠❜❡r✧ He✳ ❚❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♥✉♠❜❡r ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ lS t♦ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❬✶✾❪✳ ❆ s♦✉r❝❡ t❤❛t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♣❛❝t✱ ♠❛r❦❡❞ ❜② He << 1 ❬✶✾❪✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ He = 0.25 ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s♦✉r❝❡ ❬✶✾❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡
s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t ❬✶✾❪✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r✲
✜❡❧❞ ❛♥❞ ❢❛r✲✜❡❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❆ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t s♦✉r❝❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ♥♦ tr✉❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♥❡❛r✲✜❡❧❞
✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ dS << λ ❬✶✾❪✱ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣r❡✈❡♥ts t❤✐s✳ ■♥st❡❛❞✱
❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ❢♦r♠✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡
❬✶✾❪✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢❛r✲✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡❣✐♥
✷✳✸ ❆❝♦✉st✐❝ ❢❛r✲✜❡❧❞ ✈s✳ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ✾
❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ dS >> lS ❬✶✾❪✳ ❚❤❡
❛❝♦✉st✐❝ ❢❛r✲✜❡❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❣✐♥s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❬✶✾❪✳
❲❤❡♥ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ❛r❡❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❛t ♦❜st❛❝❧❡
❛❧s♦ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ❛s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s



















❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣✱ ✇❤❡t❤❡r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ① ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ♦r ❢❛r✲✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ Π(x) ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t s♦✉r❝❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡✈❡♥t ❬✶✾❪✳ ❚❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜♦❞② ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ dB(x) ❛♥❞ ♦❢ s✐③❡ lB✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❧❛♣
♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❛t ❜♦❞②✭dB(x)+lB
λ
> 1✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ ♣✉r❡❧② ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝
♥❡❛r✲✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❬✶✾❪✳
❋♦r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❞♦♠✲
✐♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❬✷✽❪✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ s♦✉r❝❡ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞s
t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ■t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛② ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ✉♣ t♦
❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✳✷ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✱




❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝s ♦r ❈❆❆✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ✐s ❛
r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❡✇ ✜❡❧❞✱ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s♦✉♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✢♦✇s✱ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ✢♦✇s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ✢♦✇✭✐✳❡✳ ❝❛✈✐t② ♥♦✐s❡✮✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❈❆❆ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❛r❞ t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ✉s✐♥❣
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s t❤❡s❡ ❣r❛❞✐❡♥ts str♦♥❣❧② ✐♠♣❛❝t s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
♥♦✐s❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❛r❡ ✈❡r② ♥❡❛r❧② ♦♠♥✐♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❧❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✢♦✇✱ ❈❆❆ ♣❧❛②s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ r❡s❡❛r❝❤✳
■♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝s t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ▲✐♥❡❛r✐③❡❞
❊✉❧❡r ❊q✉❛t✐♦♥s ✭▲❊❊✮✱ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭❆P❊✮ ♦r ♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❬✷✾❪✱ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✢♦✇s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞✱ ❛❝r♦ss
✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇♦✉❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡✱ ❛ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❈❋❉ ❛♥❞
❈❆❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦r ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤✐s ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡
t✇♦✲st❡♣ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❈❋❉✲❈❆❆✲❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❢❘P▼ ♠❡t❤♦❞ t♦ s②t❤❡s✐③❡ t✉r✲
❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ st❡❛❞② ❘❡②♥♦❧❞s✲❛✈❡r❛❣❡❞✲◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✭❘❆◆❙✮
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❛s ❝❤♦s❡♥✱ ❛s ✐t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦st t✐♠❡✲❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✸✵❪✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ♠❛②
✉s❡ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t② ❈❋❉ ❝♦❞❡s s✉❝❤ ❛s ▲❊❙✱ ❉❊❙ ♦r ❉◆❙ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣r❡❛t ❛❝❝✉r❛❝② ❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❬✸✶❪✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❈❋❉✲❈❆❆ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✸❪
❚❤❡ ✉♥st❡❛❞② ❊✉❧❡r ❊q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✈♦rt✐❝✐t②✱ ❡♥tr♦♣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❝♦✉st✐❝ ♠♦❞❡s
❬✷✾❪✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❡❛♥ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❧❧♦✇s ❢♦r
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✷✾❪✳
✶✵
✸✳✷ P■❆◆❖ ✶✶
◆✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❧♦✇ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❡rr♦rs t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❈❆❆
❬✷✻❪✳ ❆❝♦✉st✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ s♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✈✐rt✉❛❧
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❬✷✻❪✳
❉✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❡♠♣❧♦② ✈❛r✐♦✉s st❡♥❝✐❧s✳ ❚❤❡ st❡♥❝✐❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡















❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦r t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡✱ t❤❡ ❈♦✉r❛♥t✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✲▲❡✈✐✲◆✉♠❜❡r ✭❈❋▲✮✭❡q✉❛t✐♦♥
✸✳✸✮ ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧s ✉s✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡s✱ ❛ ❈❋▲ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶ ♦r
❧❡ss ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❛❝t❧② ✶ ❜❡✐♥❣ ✐❞❡❛❧ ❬✷✾❪✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ∆t ❛♥❞ t❤❡ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ∆x✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ a ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❆s ❛ ❣❧♦❜❛❧ t✐♠❡st❡♣ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡
❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛t✐♦ ♦❢ ∆x t♦ v✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡r❡










❆ ❧❛r❣❡r t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✱ ❛s ✐t r❡❞✉❝❡s ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ❛ ♠❛❥♦r
✐ss✉❡ ✐♥ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✷✾❪✳
✸✳✷ P■❆◆❖
❚❤❡ ❈❆❆ ❈♦❞❡ P■❆◆❖ ✐s ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❉▲❘ ❬✸✷❪✳ ■ts ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛❡r♦❛✲
❝♦✉st✐❝ ♥♦✐s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✢♦✇s✳ P■❆◆❖
st❛♥❞s ❢♦r P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ◆♦✐s❡ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ P■❆◆❖ ❈♦❞❡ s✉♣♣♦rts
t❤❡ ▲✐♥❡❛r✐③❡❞ ❊✉❧❡r ❊q✉❛t✐♦♥s ✭▲❊❊✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝ P❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭❆P❊✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✈❡r r❡q✉✐r❡s ❛ ❜❧♦❝❦✲str✉❝t✉r❡❞✱
❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ♠❡s❤ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ❉❘P s❝❤❡♠❡ ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛
❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✉s❡s ❛ ✼ ♣♦✐♥t st❡♥❝✐❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❡ ♠❡s❤ ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❝r✐t❡r✐✉♠ ♦❢ ✼ PP❲✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✱ t♦ r❡s♦❧✈❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ ✉♣ t♦ 30 kHz ❛ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✜♥❡r t❤❛♥ ∆x = 0.00162 ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡
t✐♠❡st❡♣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ∆x✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛
❧❛r❣❡r t✐♠❡st❡♣ ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ∆x s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇
✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ st❡❛❞② ❈❋❉ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r
❈❆❆✳
P■❆◆❖ ✉s❡s ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡✐r ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② r❡❢❡r❡♥❝❡ q✉❛♥✲
t✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤✮ L = c = 0.3✱ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t s♣❡❡❞


















✶✷ ✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞
❚❤❡ ✐♥❞❡① dim ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦♥✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐③❡❞ q✉❛♥t❛t✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ∆x
L
= 0.0054✳
❚❤❡ ▲✐♥❡❛r✐③❡❞ ❊✉❧❡r ❊q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ P■❆◆❖ ❈♦❞❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✳
∂ρ′
∂t
+ ~v′ · ∇ρ0 + ~v0 · ∇ρ
′ +∇ · ~v0ρ
′ +∇ · ~v′ρ0 =0
∂~v′
∂t




(∇p′ + ρ′~v0 · ∇~v0) =Qi
∂p′
∂t
+ ~v′ · ∇p0 + ~v0 · ∇p
′ + κ[∇ · ~v0p
′ +∇ · ~v′p0] =0
✭✸✳✻✮
✸✳✸ ❢❘P▼
❚❤❡ ❢❛st r❛♥❞♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❡s❤ ♠❡t❤♦❞✱ ♦r ❢❘P▼ ❢♦r s❤♦rt✱ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ t✉r✲
❜✉❧❡♥t ✈♦rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡s ❬✸✵❪✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣
✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❘❡②♥♦❧❞s✲❛✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ t✐♠❡✲
❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❢❛st ❘P▼ ♠❡t❤♦❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❘P▼ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬✸✵❪✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘P▼ ♠❡t❤♦❞ ♣❧❛❝❡s r❛♥❞♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥ ❡q✉✐❞✐st❛♥t str❡❛♠✲
❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s♦✉r❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❆◆❙ ♠❡❛♥ ✢♦✇✱
s♣❛t✐❛❧❧② ✜❧t❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡
♦♥t♦ t❤❡ ❈❆❆ ♠❡s❤ ❬✸✵❪✳ ❚❤❡ ❢❘P▼ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✉s❡s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤ t♦ r❡s♦❧✈❡
t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❛r❡❛s ♦❢ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥s✱ ❛s t❤❡s❡ ✇♦✉❧❞
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝❧♦s❡❞ str❡❛♠❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❘P▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❡rr♦r✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞
r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❝✉r✈❡❞ str❡❛♠❧✐♥❡s✱ ✐s ❛❧s♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❬✸✵❪✳ ❚❤❡
❝❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ❛ ❤✐❣❤ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❝❝✉rs ❝❧♦s❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
❣❡♦♠❡tr②✱ ❛s t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ✐s t❤❡♥
♣♦♣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❬✸✵❪✳ ❚❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ ❈❋❉✲❘❆◆❙ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ✈✐rt✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱
r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥t
✢♦✇ ✜❡❧❞s ❬✸✵❪✳ ❖♥❝❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ t❤❡ ✹❉
s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ✈♦rt✐❝✐t② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ▲✐♥❡❛r✐③❡❞
❊✉❧❡r ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❈❆❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✸✸❪✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❣r✐❞ ❬✸✵❪✳
❋r♦♠ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❣r✐❞ s✐③❡✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡♥str♦♣❤② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥str♦♣❤②
✜❡❧❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ✐t ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt✐❝✐t② ✇✐t❤♦✉t
✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ ❡♥str♦♣❤② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣❤② ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ζ = ε
ν
❬✸✺❪ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❚❛②❧♦r
♠✐❝r♦s❝❛❧❡ λ2f = 20
kν
ε
❬✸✻❪ ✇✐t❤ ε ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ν ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞
k ❜❡✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠✐❝r♦s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❘P▼





❚❤❡ ❡❞❞② r❡❧❛①❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ◆❡✐❢❡❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ❝♦✉♣❧❡s ❢❘P▼ ❛♥❞ ❈❆❆✱ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣
t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ Qi ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✻✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✈♦rt✐❝✲
✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢❘P▼ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ✈♦rt✐❝✐t② ✇✐t❤ ❛
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r σ✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡
✸✳✸ ❢❘P▼ ✶✸
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈❆❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r σ ❤❡❧♣s t♦












❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❊❞❞② ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ Qi✳ εijk r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ s②♠❜♦❧✳
Ωrefk ✐s t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ t❛r❣❡t ✈♦rt✐❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢❘P▼ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ Qi ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✳
❈❤❛♣t❡r ✹
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙❡t✉♣
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛✐r❢♦✐❧ ✇✐t❤ ❛ ❞r♦♦♣ ♥♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉▲❘✬s
❋✶✻ ✇✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✵✳✸ ♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
♣r❡✈✐♦✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❬✶✸❪✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐s ❧♦st✱ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s
r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ s✐③❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡❛❝❤❡s
t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✈✐rt✉❛❧ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❢❛r✲✜❡❧❞✳ ❆s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛❝♦✉st✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ▼❡❛♥ ❋❧♦✇ ❋✐❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❈♦❛♥❞❛ ❋❧❛♣ ❢r♦♠ ❈❋❉ ❘❆◆❙
❚❤❡ ✢❛♣ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s δ = 65➦✳ ❋r♦♠ ❛ 0.2mm s❧♦t✱ t❤❡ ❥❡t ✐s ❜❧♦✇♥ ❛t
Cµ = 0.056✳ ❚❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❢✉❧❧② ❛tt❛❝❤❡❞ ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛♣✱
❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢
t❤❡ ✢❛♣✳ ❚❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s s❤♦✇ ❛ ❢✉❧❧② ❛tt❛❝❤❡❞ ✢♦✇ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥ ✢♦✇
❞❛t❛ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ st❡❛❞② ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♣r✐♦r t♦ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤✐s ♠❡❛♥ ✢♦✇ s❡r✈❡s ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❈❆❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❡❡✲str❡❛♠




❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙t❛rt✐♥❣ ✷❉ ❈❆❆ ♠❡s❤ ✇✐t❤ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡✭r❡❞✮ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡s❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛r❡❛s ❢♦r ❢❘P▼ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤✐s
❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❬✶✸❪✳ ■t ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ✷✳✼
♠✐❧❧✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ s✐③❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❢❘P▼ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥s ✐s ∆x = 0.0005✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❤❛❞ t♦ ❜❡
r❡❞✉❝❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡
✸❉ ❡①tr✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡s❤ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ✸❉
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ ❛ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠❡r❡❧② t❤❛♥ ✶✳✷ ✪ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦r❞
❧❡♥❣t❤ r❡q✉✐r❡❞ ✸ ✇❡❡❦s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡✳
✭❛✮ ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❈✐r❝❧❡s ✐♥ Pr❡✈✐♦✉s ❙✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s
✭❜✮ Pr❡✈✐♦✉s ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡ P♦s✐t✐♦♥s ❈♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ❙✐③❡ ♦❢ ◆❡✇ ●r✐❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡ P♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t♦♣ ♦❢ Pr❡✈✐♦✉s ▼❡s❤ ✈s✳ ◆❡✇ ▼❡s❤
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡s❤✳ ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✇❡r❡
♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ❝✐r❝❧❡s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✇❛s 0.25m✱
t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝✐r❝❧❡ ✇❛s 1m ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✐r❝❧❡ ❤❛❞ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 1.5m✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❜
s❤♦✇s ❛♥ ♦✈❡r❧❛② ♦❢ t❤❡s❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❈❆❆ ♠❡s❤ r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❖♥❧② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡
✇♦✉❧❞ ✜t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐rt✉❛❧ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
✶✻ ✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙❡t✉♣
✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ◆❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡s
❚❤❡ ♥❡✇ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡s❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r ❝✐r❝❧❡
✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 0.2m ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧▼✐❝✶✧ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r✱ ❛t ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 0.3m
✐s ❝❛❧❧❡❞ ✧▼✐❝✷✧✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❜♦t❤ ❝✐r❝❧❡s ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ ❞♦t✳ ❆❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡✱ ✸✻✵
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛♥ ❡q✉❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 1➦✳ ❚❤❡ ✜rst ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞
❛t Θ = 0➦✱ ❛s ♠❛r❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥✱ ✐t ✇❛s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱ t❤❛t ❜♦t❤ ❝✐r❝❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥
❢♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ♥♦ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❜❡✐♥❣ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞
❜② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ r❡s✉❧t ✐♥ t❤♦s❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ♣✐❝❦✐♥❣ ✉♣ ❧❛r❣❡ ♣r❡ss✉r❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦t ♦♥❧② ❛❝♦✉st✐❝ ❜✉t ❛❧s♦ ✈♦rt✐❝✐t② ♠♦❞❡s✳
❈❤❛♣t❡r ✺
❘❡s✉❧ts
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ❛✐♠❡❞ ❛t r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥❡❝❡ss❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥
❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ♠❡s❤❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✜rst✳ ❚❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷❉✲t♦✲✸❉ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇✳
✺✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❆s t❤❡ ♠❛✐♥ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✷❉ ♠❡s❤ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s s❤♦rt ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤✐s ♠❡❛♥t✱ t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❛❝t❧② ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ❛❧❧ r❡q✉✐r❡❞ ❝r✐t❡r✐❛
❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s
❡①❛♠✐♥❡❞✱ ❤♦✇ ❢❛r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛❞ t♦ ❡①t❡♥❞✱ ❛s t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ st❛rt❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ◆❛rr♦✇ ❜❛♥❞ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❢❘P▼ ♠❡s❤❡s
✶✼
✶✽ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ◆❛rr♦✇ ❜❛♥❞ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛♣ ❝✉r✈❡ ❢❘P▼ ♠❡s❤❡s
✺✳✶✳✶ ❢❘P▼ ▼❡s❤❡s
❚❤❡ ❢❘P▼ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ✐ts ♦✇♥ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t❤❡s❡ ♠❡s❤❡s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡✐r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♠❡s❤✱ ❛s t❤✐s ♠❡s❤ ♠✉st ❜❡ ✜♥❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t
str✉❝t✉r❡s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❘P▼ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ❆ ✜rst st❡♣ ✇❛s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
t♦ ❛tt❡♠♣t ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❢❘P▼ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ✜♥❡r ♠❡s❤✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✇❛s ✈❛r✐❡❞ ✜rst✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢❘P▼ ♠❡s❤ ✇❛s ∆x = 0.0005✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t✉r❜✉❧❡♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ lmin = 4∆x = 0.002 ❢♦r t❤❡ ✈♦rt❡① r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r
t❤✐s ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❢❘P▼ ❣r✐❞ s✐③❡ ♦❢ ∆x = 0.001 ❛♥❞ ∆x = 0.002 ✇❡r❡ r✉♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❝♦✉st✐❝ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ❢r♦♠
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢❘P▼ ❣r✐❞✳ ❚❤❡s❡ ❣r✐❞ s✐③❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠✐♥✐♠✉♠ t✉r❜✉❧❡♥t
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦❢ lmin = 4∆x = 0.004 ❛♥❞ lmin = 0.008✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✺✳✶
❛♥❞ ✺✳✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣r❡ss✉r❡
❧❡✈❡❧s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❡✈❡♥ ❛t ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆x = 0.001✳ ❆ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆x = 0.00075 ✇❛s t❡st❡❞
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❜✉t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❜♦✈❡ 2 kHz ✇❡r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ■t ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t❤❛t ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡ ✇❛s t❤❡ ❜❡st ♦♣t✐♦♥✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ s♦✉r❝❡ ❢r♦♠ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ✈♦rt✐❝❡s ✇✐t❤
❛ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ t❤❛t ✐s ❜❡❧♦✇ lmin = 4 · 0.00075 = 0.003✱ ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t②
t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❥❡t ✢♦✇✱ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣
❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❆s s♠❛❧❧❡r ✈♦rt✐❝❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❤❛r♣ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❛s t❤❡s❡ ✈♦rt✐❝❡s ❛r❡
♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❘P▼ ♠❡t❤♦❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts
❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡✳ ❍❡r❡✱ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✵✶ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❆ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✵✶ ✇❛s t❤✉s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ s♦✉r❝❡
r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡✱ ❧❛r❣❡r ✈♦rt✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡♥❣t❤
s❝❛❧❡s ♦❢ lmin = 0.004 ❛♥❞ lmin = 0.008 ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥✱ t❤❛t t❤❡
s♠❛❧❧❡r ✈♦rt✐❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❥❡t ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❧❡ss t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② t❤✐s ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝
s♦✉r❝❡✳
✺✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✾
✭❛✮ ❆r❡❛ ♦❢ s♠❛❧❧❡r tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❢❘P▼ ✭❜✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞ s♣❡❝tr❛
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧❡r tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❢❘P▼ t♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢❘P▼
◆❡①t✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢❘P▼ ♠❡s❤❡s ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♦♥❧② t❤❡ ❛r❡❛s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ✇❛s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡✳ ❲❤❡t❤❡r t❤✐s
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r♠✐ss✐❜❧❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❛ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❢❘P▼
♠❡s❤ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✺✳✸❜ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❆s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ✇❡r❡ ✐♥ ❣♦♦❞
❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♠❡s❤ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡ ❜❡✐♥❣
❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡ ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪✱ ❛s ♥❡❛r✲✇❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞
t❤✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ♦♥ t❤✐s s✐❞❡ ✇❡r❡ ❧♦✇✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❛ r❡✢❡❝ts t❤✐s ❛s ✇❡❧❧✱ ❛s t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ s✉❝t✐♦♥ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
♥♦✐s❡ ♠❡s❤ ✇❛s ❛❞❥✉st❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r
t❤✐s ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹❛ ❛♥❞ ✺✳✹❜ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❡①t❡♥s✐♦♥
✇❛s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ❛r❡❛s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
♦♥❝♦♠✐♥❣ ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ✇✐♥❣ s✉❝t✐♦♥ s✐❞❡ ✇❛s ❛❧s♦ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s s♦✉r❝❡✳
✭❛✮ ❆r❡❛ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ✢❛♣ ❝✉r✈❡ ❢❘P▼ ✭❜✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞ s♣❡❝tr❛
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ✢❛♣ ❝✉r✈❡ ❢❘P▼ t♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ✵✳✵✵✶ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✷✵ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✺✳✶✳✷ P■❆◆❖ ●r✐❞
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❈❆❆ ❣r✐❞ ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢❘P▼ ♠❡s❤❡s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❣r✐❞
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✷❉ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❉▲❘ ❬✶✸❪✳
❚❤❡ ♠❡s❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✷✳✼ ♠✐❧❧✐♦♥ ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠✉❧t✐♣❧② ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❜② ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❡①tr✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆s t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r②✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❈❋▲ ♥✉♠❜❡r✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✸✳✶✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ❣r✐❞ s✐③❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♠❡s❤ t❤✉s ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛ ✈✐t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❛t t❤❡ ❈♦❛♥❞❛ ❥❡t ✇❛s ✈❡r② ✜♥❡ ✐♥ t❤✐s
♠❡s❤✱ ❛s ✐t ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❥❡t ♠✐①✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦❛♥❞❛ ❥❡t ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✈❛r✐♦✉s ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤✉s r❡q✉✐r❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ r❡♠❛✐♥
st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ✜♥❡ ✐♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠♦♠❡♥t✉♠
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ Cµ = 0.056 ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❥❡t ♠✐①✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
❡①❝❧✉❞❡❞ ❛s ✐t ✇❛s♥✬t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛t ❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❥❡t
❡①✐t ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛r❡❛ ✇❛s ❝r✐t✐❝❛❧✱ ❛s t❤❡ ❥❡t ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐r❡❝t❧② ❛t t❤❡ s❧♦t ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥ t❤❡
❡♥t✐r❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞✳ ❆ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ✇♦✉❧❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣
s❡✈❡r❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺❛ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❥❡t ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❥❡t ❤❡✐❣❤t
✇❛s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ✷✵ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ✇❛s ✜rst ❤❛❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✻ ♣♦✐♥ts ❛❝r♦ss t❤❡ s❧♦t✳ ❇② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧♦♥❡✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡st❡♣ ✇❛s r❛✐s❡❞
❢r♦♠ ✷✳✶✻❊✲✺ t♦ ✽✳✶✷❊✲✺✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✹✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺❜ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❥❡t ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ✇❡r❡ str❡t❝❤❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② t✐♠❡ st❡♣✳
✭❛✮ Pr❡✈✐♦✉s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥❡t
✭❜✮ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ✐♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❈❆❆
♠❡s❤
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❥❡t r❡s♦❧✉t✐♦♥
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❘P▼ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❈❆❆ ❣r✐❞✱ ❛s t❤❡ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡s❤ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❘P▼ ✐♥
❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡② ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞✳ ❲❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛r❡❛s ♦❢
t❤❡ ♠❡s❤ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ✼ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r✐❞
s✐③❡ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ❜❡ 0.0054 ❢♦r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 30 kHz✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❛r❡❛ t❤❛t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ s❤♦✇s t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ✇❛s ❥✉st ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❜r✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❛♥❞ t❤❡
✈✐rt✉❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ✐ss✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡①t❡♥❞❡❞
✺✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✷✶
✐♥t♦ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ t❡sts ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢❡❛s✐❜❧❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✇❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥❧② t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤✐s ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♥❡❛r✲✜❡❧❞
❞❛t❛✱ t❤✐s ❡①♣❡♥s❡ ✇❛s ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ❈❆❆ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❡❛s ❢♦r
t❤❡ ♥❡✇ ❢❘P▼✳ ❚❤✐s ♠❡s❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ 674, 153 ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❛ ❣r✐❞ s✐③❡ ♦❢ ∆x ≤ 0.0054✳ ❚❤❡ ❢❘P▼
❢♦r t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ 240, 000 ❛♥❞ t❤❡ ❢❘P▼ ❢♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ 44, 000 ❝❡❧❧s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❇❧♦❝❦s ♦❢ ♥❡✇ ✷❉ ❈❆❆ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ♥❡✇ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡✭r❡❞✮ s♦r❝❡
r❡❣✐♦♥s
✺✳✶✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s
❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✐❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦♥
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇❡r❡ s❡t ❛s ❛❝♦✉st✐❝❛❧❧② ♥♦✲s❧✐♣ ✇❛❧❧s✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡ts
t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t♦ ③❡r♦ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❥❡t ❡①✐t✱ ❛s t❤❡ ♥❡❛r❧② s♦♥✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
s♠❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❡①✐t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ♣r❡✈❡♥t s♦✉♥❞ ❢r♦♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❝❛✉s✐♥❣ ✐t t♦ ❛❝t s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ✇❛❧❧ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s❡t ❛s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆❧❧
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈✐rt✉❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇❡r❡ s❡t ❛s r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞
t♦ s❤♦✇ ✈♦rt✐❝✐t② ♠♦❞❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♠♦❞❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✉r❜✉❧❡♥t ♠♦❞❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❞❡s s✐♠♣❧② ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❡r❡✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❜❡✐♥❣ r❡✢❡❝t❡❞
❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ❝♦r♥❡r ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤❛♥❣❡❞
❢r♦♠ ✧r❛❞✐❛t✐♦♥✧ t♦ ✧♦✉t✢♦✇✧✱ ✇❤✐❝❤ ❡r❛s❡❞ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳
✷✷ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✈♦rt✐❝❡s ❛t r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②
✺✳✶✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ✜♥❛❧ ✷❉ ♠❡s❤
❲✐t❤ t❤❡ ✜♥✐s❤❡❞ ✷❉ ♠❡s❤ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♦✉♥❞ ✜❡❧❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s s❤♦✇ ♥♦ ♠♦r❡ ✉♥✇❛♥t❡❞
r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✱ t❤❡ ❡①tr✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❣r✐❞ ✐♥ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
s♣❡❝tr❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✭❛✮ ❆❝♦✉st✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ✭❜✮ ❆❝♦✉st✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❆❝♦✉st✐❝ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✺✳✷ ✸❉ ❊①tr✉s✐♦♥
❖♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✜♥✐s❤❡❞✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①✲
t❡♥❞❡❞ t♦ ✸❉✳ ❇♦t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❢❘P▼ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❡①tr✉❞❡❞ ✐♥ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❖♥❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ❣r✐❞ ✇❛s ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡
❢❘P▼✳ ❆s t❤❡s❡ ♠❡s❤❡s ✇❡r❡ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ❝❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞s✱ ❛ s♣❛♥✇✐s❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆x = 0.0005
✺✳✷ ✸❉ ❊①tr✉s✐♦♥ ✷✸
✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢❘P▼ ❤❛❞ ❛ ♥❡✇
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆x = 0.001✳ ❚❤✐s ♠❡s❤ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ❛s ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ✐♥ s♣❛♥✇✐s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ✜♥❡r s♣❛♥✇✐s❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳
❚❤❡r❡ ✇❡r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡①tr✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣r✐❞ ✇❛s r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ✼ ♣♦✐♥ts ✐♥ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✼ ♣♦✐♥t st❡♥❝✐❧ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✈♦rt✐❝❡s✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❞❞✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❡①tr❛❝t❡❞
❛t t❤❡ ✢❛♣ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✢♦✇s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❞❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u∞
✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❥❡t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❞❞✐❡s ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡❧② ❜❡ ♣r❡s❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✵✵✽ ❛♥❞ ✵✳✵✸ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s❡♣❛r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡
❡❞❞✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❥❡t✳ ❚❤❡s❡ ❡❞❞✐❡s ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ t❤❡ s♦✉♥❞ s✐❣♥❛❧✱
❛s t❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❥❡t✳ ❚❤❡ ❥❡t ❤❡✐❣❤t ♠✐❣❤t✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❧❡✈❛♥t ✈♦rt✐❝❡s ❢♦r t❤❡
s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✱ t❤❛t ❤❡✐❣❤t ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 0.008m✱
✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ ♦❢ l
c
= 0.026✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❱❡❧♦❝✐t② Pr♦✜❧❡ ♦❢ ▼❡❛♥ ❋❧♦✇ ❊①tr❛❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❋❧❛♣ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✵✻✱ ✵✳✵✵✾ ❛♥❞ ✵✳✵✶✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥✐s❤ ✇✐t❤✐♥ ✸ ✇❡❡❦s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✶✹ ❞✐❞ ♥♦t
✜♥✐s❤ ✐♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✶✷✵✱✵✵✵ t✐♠❡ st❡♣s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
✜rst ✇❡❡❦✳ ❚❤❡② ✇♦✉❧❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❛❦❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶ ♠♦♥t❤✭✹✲✺ ✇❡❡❦s✮ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❧ ✺✷✵✱✵✵✵
t✐♠❡ st❡♣s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧✳ ◆♦ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✇❡r❡
❛tt❡♠♣t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳
✷✹ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛s❝❡rt❛✐♥✱ ❤♦✇ t❤❡ ✸❉ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t✐❡s
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ s♣❡❝✲
tr❛✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t♦ ❜❡tt❡r ♠❛t❝❤ t❤❡ ✸❉ r❡s✉❧ts✳
✺✳✸✳✶ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❙♦✉r❝❡
✭❛✮ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② P❧♦t ♦❢ ✷❉ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡
✭❜✮ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② P❧♦t ♦❢ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ✇✐t❤ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❊①✲
t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❧✴❝❂✵✳✵✶✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② P❧♦ts ❢♦r ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❢♦r ✷❉ ❛♥❞ ❧❛r❣❡st ✸❉ ❊①t❡♥s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t✐❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st
✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▼✐❝✶ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ▼✐❝✷
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧ ♦r ❖❆❙P▲
r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✳ ❉✐✛❡r❡♥t r❛♥❣❡s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥
❢♦r t❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ♣❧♦t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❇♦t❤ ❞✐r❡❝t✐✈✐t②
♣❧♦ts s❤♦✇ t❤❡ ❝❛r❞✐♦✐❞ s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✳
❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦✈❡r❛❧❧ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ 300➦ ❛♥❞ 330➦ ✐s ♦✇❡❞ t♦ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♠✐✲
❝r♦♣❤♦♥❡s ❜❡✐♥❣ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝♦✉st✐❝ ❛♥❞ ✈♦rt✐❝✐t② ♠♦❞❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝ts t❤❡
t✉r❜✉❧❡♥t ✈♦rt✐❝❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❣❛♣s ✐♥ ❜♦t❤ ♣❧♦ts ♦❝❝✉r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥
❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✇✐♥❣ ♣r♦✜❧❡✱ ♥♦ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡s❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❣❛♣s ❛❧s♦ ❞✐✛❡r ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠✐✲
❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ✜rst ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡✱ ✸✹✹ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✸✻✵ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞
❛♥❞ 104➦ t♦ 120➦ ✇❡r❡♥✬t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳ ❖♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❣❧❡s ❢r♦♠ 110➦ t♦ 138➦
❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❛s ♦♥❧② ✸✸✷ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝✐r❝❧❡✳ ❖t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❧♦✇❡r s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♦✉♥❞ ❛❧s♦ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡
str♦♥❣❧② ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉❝t✐♦♥ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛♣✳
❚❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡ ✇❡r❡ ♠♦st❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ♦♥
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ 120➦ ❛♥❞ 270➦✳ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 300➦ ❛♥❞ 330➦ ✇♦✉❧❞
♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡✱ ❛s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ♠♦✈✐♥❣ ❛❝r♦ss t❤♦s❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳ ❆ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✱ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐✈✐t②
♣❧♦ts✱ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ❜❡✐♥❣ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ ❛t ❛♥❣❧❡s ♦❢ 140➦ t♦ 150➦✳
❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✽❪✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❛t ✇♦r❦✱ ❛♥ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣
❡❞❣❡ s♦✉r❝❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ s♦✉♥❞ ✇❛s r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣ ❛t t✇♦
❧♦❝❛t✐♦♥s❀ ❛t t❤❡ ❝♦r♥❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ✇✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❞❡✢❡❝t❡❞ ✢❛♣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛t t❤❡
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧s ✷✺
❞r♦♦♣ ♥♦s❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞r♦♦♣ ♥♦s❡✱ ❜✉t t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
❛t t❤❡ ❝♦r♥❡r ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ♦❝❝✉r✳ ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ✇♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t 140➦
t♦ 150➦ t❤❛♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞❡❝❛②❡❞ ❧❡ss t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✐t
r❡❛❝❤❡s ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶✳
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
0➦ ♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
0➦ ♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 0➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ 13 ♦❝t❛✈❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 0➦ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡
❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ❜✉t t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥
t❤❡ ✜rst ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥✳ ❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛
❤✐❣❤❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛s t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❧❧
✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s st❛② ❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♦✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s♦✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ s♣❛♥ ❜ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣✳ ❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛ss✉♠❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s♣❛♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤❡r s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s✳ ■t ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
s♣❛♥✇✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❖♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 750Hz✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡
❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✵✾ s✉r♣❛ss❡s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ r❡❝♦r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ♦♥❧② 38ms✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡r ❡✛❡❝t ♦♥
❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛s t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤✉s
✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s s♠❛❧❧ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❜❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ ❛♥❞
❛s❝r✐❜❡❞ t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✷❉
r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤ ❛ ♠✉❝❤
s♠❛❧❧❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❛ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✵✾ ❛♥❞
✵✳✵✶✷ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ❛❧♠♦st ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛s ❛ s♠♦♦t❤❡❞✲♦✉t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❧✉❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✶✷ ✐s ✈❡r② ♥❡❛r❧② s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✈♦rt✐❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✸❉ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ✐s
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r
s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡✱ t❤❛t t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✈♦rt✐❝❡s
❤❛s ❜❡❡♥ s✉r♣❛ss❡❞✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✵✳✵✵✾ ❛♥❞ ✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛② ❜❡
❛ s✐❣♥✱ t❤❛t ✵✳✵✶✷ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝❧♦s❡ t♦ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
t✉r❜✉❧❡♥t ✈♦rt✐❝❡s✳
✷✻ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
90➦ ♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
90➦ ♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 90➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 90➦ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❞✉❡ t♦ ❞❡❝❛②✐♥❣
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❛
❧❛r❣❡r s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✉♣ t♦ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✵✾✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✶✷✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t st❛② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❧✴❝❂✵✳✵✵✾✳ ■t ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs
♠♦r❡ s♠♦♦t❤ ✇✐t❤ ❢❡✇ s❤❛❧❧♦✇ ♣❡❛❦s✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ 8 kHz ❛♥❞ ❛❜♦✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝✉r✈❡s✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♦t❤❡r ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ s♠♦♦t❤❡❞✲
♦✉t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ s♣❡❝tr❛✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 120➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 120➦ ♦♥ ♦♥❧② ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶✱ ❛s ♥♦ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✇❛s
♣❧❛❝❡❞ ❛t 120➦ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✐r❝❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝✉r✈❡s✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♣❡❝tr❛✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❧♦t ❛s ✇❡❧❧✳ ■t ❞♦❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✇
❛ ❞r♦♣ ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 4 kHz✱ t❤❛t ✇❛s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛t ❛♥❣❧❡s ♦❢ 0➦ ❛♥❞
90➦✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❛t t❤❡ s✉❝t✐♦♥ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ✭❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
s✐❞❡ ✇❛s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥✮ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ tr❛✈❡❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞
✉♣✇❛r❞s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠❡❛♥✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛♣✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ♥❡❛r
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧s ✷✼
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
140➦ ♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
140➦ ♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 140➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
t❤❡ ✇❛❧❧✱ t❤♦✉❣❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ s✉❝t✐♦♥ s✐❞❡✱ ♠❛② ❞❡✢❡❝t s♦✉♥❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤❡r❡
t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤❛t ❞✐♣ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛t Θ = 140➦ ♦♥
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ✉♣ ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡❧② ❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✜❧❧✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❞❡✜❝✐t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❙♦✉♥❞
♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❤✐❣❤ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛✱ ❛s t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❧♦t✳
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
180➦ ♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
180➦ ♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 180➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
❆t Θ = 180➦ t❤❡ ❞r♦♣ s❤✐❢ts t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s♣❡❝tr❛ ❛t t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❈❧♦s❡r t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦♥ ▼✐❝✶✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢
t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❝❝✉rs ❛t ❛❜♦✉t 4 kHz✳ ❋✉rt❤❡r ❛✇❛②✱ ❛t ▼✐❝✷✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❛s s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s
❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛❜♦✉t 5 kHz✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞
t❤❛♥ ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶✳
✷✽ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
210➦ ♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
210➦ ♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 210➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
240➦ ♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
240➦ ♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 240➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 210➦ ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✻❛✮ s❤♦✇ ❛ ❞✐♣ ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧ ❛t
4 kHz✱ ✇❤✐❝❤ s❤✐❢ts t♦✇❛r❞s 5 kHz ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✻❜✮✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛♥♦t❤❡r ❞✐♣ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛t 8 kHz✱ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞
♣❡❛❦ ❛t ❛r♦✉♥❞ 6 kHz✳ ❚❤❛t ♣❡❛❦ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t Θ = 240➦ ❛s ✇❡❧❧✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞
✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ t❤❛♥ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❤❛s ❤♦✇❡✈❡r s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s
5 kHz ✐♥ ❜♦t❤ s♣❡❝tr❛✳
❚❤❡ s♦✉♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t Θ = 270➦ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t✱ ❛s ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡
❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✽✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♣♣❡❛r ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t♦ ❜❡
❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✇✐t❤ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆ ❞✐♣ ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡s✲
s✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♦❝❝✉rs ❛t ❛❜♦✉t 3 kHz✳ ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✶ ❛♥❞ ✷ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤
❛ s❧✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❜② t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ s♦✉♥❞ r❡❛❝❤❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡✳
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧s ✷✾
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
270➦ ♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
270➦ ♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 270➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
✺✳✸✳✷ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❙♦✉r❝❡
✭❛✮ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② P❧♦t ♦❢ ✷❉ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡
✭❜✮ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② P❧♦t ♦❢ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❈✉r✲
✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ✇✐t❤ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ❧✴❝❂✵✳✵✶✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❧♦ts ❢♦r ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❢♦r ✷❉ ❛♥❞ ❧❛r❣❡st ✸❉ ❡①t❡♥s✐♦♥
❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❧♦ts ❢♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ s❤♦✇ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦✈❡r❛❧❧ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡
❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✷❉ r❡s✉❧ts✳ ❇♦t❤ ♣❧♦ts ❛❧s♦ s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♣✐❦❡ ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡
❜❡t✇❡❡♥ 60➦ ❛♥❞ 120➦✱ ❛s t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥✭ s❡❡ ✜❣✉r❡
✺✳✷✵✮✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✇✐❧❧ t❤✉s ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❛s t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥✳
❚❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞
♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ 140➦ ❛♥❞ 270➦✱ ✇❤❡r❡ ♥♦✐s❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤
s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ✢❛♣ ❛♥❞ ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡
❢❛❝t✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ ❜② ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ s♦ s✐♠✐❧❛r ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥❞
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇♦rt❤ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡ ♦♥❝❡
❛❣❛✐♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦✉♥❞ ❜❡✐♥❣ ❞❡✢❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✢♦✇ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❝❡rt❛✐♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛♥❞
t♦✇❛r❞s ♦t❤❡rs✳
✸✵ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛r❦❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ♣❧♦ts ❞♦ ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡✢❡❝t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡✱ ❛s t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❜✉t ❛r♦✉♥❞
t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡
✇♦rt❤ ❡①❛♠✐♥✐♥❣✳ ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛t 0➦✱ 30➦✱ 60➦✱ 210➦✱ 270➦ ❛♥❞ 330➦ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr❛
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❖✈❡r❧❛♣ ♦❢ ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❈✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❙♦✉r❝❡ ❘❡❣✐♦♥s
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 0➦
♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 0➦
♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 0➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶ s❤♦✇s t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 0➦ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t❡❞ ✐♥
t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ s♣❡❝tr❛ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❜✉t t❤❡ ❞r♦♣ ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛r♦✉♥❞ 6 t♦ 8 kHz ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✐r❝❧❡
♣✐❝❦s ✉♣ ❛♥♦t❤❡r s♠❛❧❧ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞ 10 kHz✳ ❇♦t❤ s♣❡❝tr❛ s❤♦✇ ❛ ❞r♦♣ ❛t 16 kHz ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
❧♦✇❡r ♣❡❛❦ ❛t 26 kHz✳ ▲♦✇❡r ❢❡q✉❡♥❝✐❡s ✉♣ t♦ 4 kHz ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧s ✸✶
❚❤❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ ❛♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ❝♦✉❧❞
❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❈❤♦s✐♥❣
t✇♦ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣❧❡ Θ✱ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✢❡❝t ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s✱ ✇❤② t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s
♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ❛r❡ ♥♦t ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶✱ ❛s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡
s♣❡❝tr❛✳
❆♥♦t❤❡r ♣r♦♠✐♥❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ s♣❡❝tr❛✱ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐s t❤❡ ❣r❡❡♥
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡st s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s t❤❛♥
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 2 ❛♥❞ 4 kHz✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❜❡
❛♥ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt r❡❝♦r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡✳ ■t ✐s ♣r❡s✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛s t❤❡ r❡s✉t❧ts ♦❢
t❤❡ ❢✉rt❤❡r s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s s❤♦✇ ❧♦✇❡r s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s✳
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 30➦
♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 30➦
♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 30➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
❚❤❡ ❙♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 30➦ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✷✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❞r♦♣ ❛t ❛r♦✉♥❞ 4 kHz✱ t❤❛t ✐s ❜❛r❡❧② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦♥
▼✐❝✶✱ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞❡r ❝✐r❝❧❡✳ ▲♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s st✐❧❧
❞♦♠✐♥❛t❡✱ ❜✉t ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛t 1 t♦ 4 kHz ❤❛✈❡ ❞r♦♣♣❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜② t❤❡
t✐♠❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❜❡t✇❡❡♥ 8 ❛♥❞ 10 kHz ❛♣♣❡❛r t♦
r❡♠❛✐♥ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t✳ ❈✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❧✐❦❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s t❤❛t ❛r❡
r❛❞✐❛t❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✢❛♣ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❧❛②❡r ✇♦✉❧❞ ❞❡✢❡❝t s♦✉♥❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❣r❛❞✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❥❡t
❛♥❞ t❤❛t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ s❡♥❞ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ str♦♥❣❡st
❣r❛❞✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❥❡t ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇♦✉❧❞ ❞❡✢❡❝t ✇❛✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♠❛② ❜❡
r❡✢❡❝t❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛rr✐✈❡ t❤❡r❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥
♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ s♦✉♥❞ s✐❣♥❛❧s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ s♣❡❝tr❛✱ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t t❤❡s❡ t✇♦
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳
❆ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛❝r♦ss ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛t Θ = 60➦✳
❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛t t❤❡ ✜rst ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✸❛✮ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ 2 kHz✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✸❜✮ s❤♦✇s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛❝r♦ss ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛t 8 kHz ❜❡✐♥❣ ❛❜♦✉t ❛s ❤✐❣❤ ♦r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛t
1 kHz✳ ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ ✐s ❧✐❦❡❧② ♣✐❝❦✐♥❣ ✉♣ s♦♠❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ✐s st✐❧❧ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❛t r❡❣✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ t❤❛t ❞♦ ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧✳
✸✷ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 60➦
♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 60➦
♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 60➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
210➦ ♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
210➦ ♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 210➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 210➦ ✇❡r❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✹ ❛♥❞ ❛r❡ ♠❡❛♥t
t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ Θ = 150➦ ❛♥❞ Θ = 270➦ ❛s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❞♦ ♥♦t ❞✐✛❡r ♠✉❝❤ ❡✐t❤❡r✳ ▲♦✇❡r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 4 kHz s❤♦✇ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝❧✐♥❡
✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❜♦✈❡ 6 kHz✳ ❚❤✐s ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡✱ t❤❛t t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢
t❤❡ ✢❛♣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛s t❤❡② ❛r❡ ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ❛t t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✳ Pr❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s
❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ t❤❛♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧②
❞✉❡ t♦ ✐t ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤✐s
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ tr❛✈❡❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝❛②✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ r❡♠❡♠❜❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ ❛♥❞
✷✱ ❛s ✇❛s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✺✳✶✾❛ ❛♥❞ ✺✳✶✾❜✳
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧s ✸✸
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
270➦ ♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
270➦ ♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 270➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 270➦ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✺✱ ❛s t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❛❞✐❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r s♦✉♥❞ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡
❧❡✈❡❧s ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ t❤♦s❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡✳ ■t ♠❛② ❜❡✱ t❤❛t s♦✉♥❞
t❤❛t ✐s ❞❡✢❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✜rst ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s
❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ❜✉t ♥♦t
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶✳
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
330➦ ♦♥ ▼✐❝✶
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ =
330➦ ♦♥ ▼✐❝✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈✉r✈❛t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 330➦ ♦♥ ▼✐❝✶ ❛♥❞ ▼✐❝✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛♥✇✐s❡
❡①t❡♥s✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 330➦✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s st❛② ❜❡t✇❡❡♥ 95
❛♥❞ 90 dB ✉♣ t♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ 10 kHz ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ st❡❡♣ ❞❡❝❧✐♥❡ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
❚❤❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❣❛✐♥ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❜♦✈❡ 20 kHz✳ ◆♦ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
s♣❡❝tr❛ ❛r❡ t❤✉s s✐♠✐❧❛r ✐♥ s❤❛♣❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 0➦✱ ❜✉t t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡
s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r ❛s t❤❡s❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✳
✸✹ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✺✳✸✳✸ ✷❉ ❈♦rr❡❝t✐♦♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ s❤♦✇❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❤✐❣❤❡r s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s t❤❛♥ t❤❡ ✸❉
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② s❡✈❡r❛❧ dB✳ ■♥ ❬✸✼❪ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶ ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❛s ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✷❉ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞
s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t C = 2.1✱ t❤❡
s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ l✱ t❤❡ ❢r❡❡ str❡❛♠ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r M = 0.15 ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ R = 0.3m ✇❛s
✉s❡❞ ❢♦r ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ R = 0.2m ❢♦r ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ♦♥
t❤❡ ✐♥♥❡r ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ s♦✉r❝❡✱ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ✈❛r② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s
Θ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ l/c = 0.012 ♦r l = 0.0036m ✇♦✉❧❞
❜❡ −22 dB ❢♦r ❛ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ −24 dB ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❝✐r❝❧❡✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r
❡①t❡♥s✐♦♥s t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
l/c = 0.006 ♦r l = 0.0018m t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ −27 dB ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s t❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ✇❛② t♦
❤✐❣❤✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ −5 dB ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✷❉ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ✸❉ s♣❡❝tr❛✱
❥✉❞❣✐♥❣ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♥♦t ❜❡✐♥❣
♠❡t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❧❛r❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❛s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝❛②
❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✳









❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ t❤❡ ❖❜❡r❛✐ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✸✽❪✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠✱
✇❛s t❡st❡❞✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❖❜❡r❛✐ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝②✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢
1 kHz✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦✇❛r❞s 10 kHz ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ 20 t♦ 30 kHz✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❡✐t❤❡r✱ ❛s t❤❡ s♣❡❝tr❛ s❤♦✇❡❞ ❛ ♥❡❛r❧② ✉♥✐❢♦r♠ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉✳






◆❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❣❛✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧ts✳ ■t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❡tt❡r ❝❛❧✐❜r❛t❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✸❉ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
t❡r♠s ❢♦r ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ❞❛t❛✳
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧s ✸✺
✺✳✸✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❇♦t❤ ❙♦✉r❝❡s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❝tr❛ ✐♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t Θ = 0➦ ❢♦r t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❧❛r❣❡st s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✶✷✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ❡①tr❛❝t❡❞
❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❛② ✐♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡✱ ❛s
t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♦♥
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ ❛r❡ ♠♦st❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ❡①❝❡♣t ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ 8 t♦ 12 kHz✳ ❚❤✐s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ s♦✉r❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡ ♥❡❛r t❤❡ ✢❛♣ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐✛❡r ♠✉❝❤ ❛t t❤✐s r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 4 kHz ❛♥❞ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ❛❜♦✈❡ 20 kHz✳ ❙♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧♦✇❡r ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✼❜ t❤❛♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✺✳✷✼❛ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s♣❛♥ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤
♦♥ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❛t 4 kHz ✐s ♠♦r❡
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 0➦ ❢r♦♠ ✷❉ ❙✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 0➦ ❢r♦♠ ▲❛r❣❡st ✸❉
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 0➦
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r s♣❛♥✇✐s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s
❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛t 4 kHz ❞♦❡s ❜❡❝♦♠❡ s❤❛r♣❡r ❛s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❢✉rt❤❡r✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛♣♣❡❛rs t♦ ✢✉❝t✉❛t❡ ❛r♦✉♥❞
95 dB✳ ■♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❢r♦♠ ✵✳✵✵✾ t♦ ✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ r✐s❡s ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥♦t❤❡r ❡rr♦r ❞✉❡ t♦
t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❢r❛♠❡ t❤❛t ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞✱ ❛s t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s❤♦✇ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥t✐♥♦✉s
❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❣r♦✇✐♥❣ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✐s 8 t♦ 12 kHz✱ ❛s
✐t ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r✱ t❤❛t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡
♥♦✐s❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡✱ t❤❛t t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❛✛❡❝ts ❜♦t❤ s♦✉r❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳
✸✻ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 0➦ ❢r♦♠ s♠❛❧❧❡st ✸❉
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✵✳✵✵✻ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✮
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 0➦ ❢r♦♠ ✸❉ ❙✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ ✵✳✵✵✾ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛ ❢r♦♠ s♠❛❧❧❡r ✸❉ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 30➦ ❢r♦♠ ✷❉ ❙✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 30➦ ❢r♦♠ ✸❉ ❙✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 30➦
❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 30➦ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✾✳ ❈✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤♦s❡ ♦❢
tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 20 kHz✳ ■♥ t❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ 1 kHz ❜✉t ✐♥ t❤❡ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞♦❡s✳
■♥ t❤❡ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❛t 2 t♦ 3 kHz ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ s❧✐❣❤t❧② s✉r♣❛ss❡s tr❛✐❧✐♥❣
❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✱ ❜✉t ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷✱ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❤✐❣❤❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 60➦✳ ❚❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ❛
str♦♥❣❡r ❡✛❡❝t ♦♥ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✱ ❛s ❧❡✈❡❧s ❞♦ ♥♦t s❤✐❢t ❡q✉❛❧❧②✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❤❛✈❡
♠♦✈❡❞ ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✵❜✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ✇❡r❡ ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡❞
❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ❛s tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❛t Θ = 60➦✱
t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞✳
❆t Θ = 90➦✱ ❜♦t❤ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ♣✐❝❦✐♥❣ ✉♣ ♣r❡ss✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ s♦✉r❝❡
r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ❢♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✶ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ s♦✉♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣
❡❞❣❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr✉♠✳
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧s ✸✼
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 60➦ ❢r♦♠ ✷❉ ❙✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 60➦ ❢r♦♠ ✸❉ ❙✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛ Θ = 60➦
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 90➦ ❢r♦♠ ✷❉
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 90➦ ❢r♦♠ ✸❉ ❙✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛ Θ = 90➦
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷ s❤♦✇s t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 140➦✳ ❆t t❤✐s ❛♥❣❧❡✱ ❜♦t❤ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡
❧♦❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ✇✐♥❣✳ ❚❤❡ str✐❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛✐❧✐♥❣
❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ✢❛♣✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛t t❤❡ ✢❛♣ s❤♦✉❧❞❡r s✉✛❡rs ❤✐❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦ss❡s ❜❡❢♦r❡ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❧♦✇❡r r❡❝♦r❞❡❞ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ❢♦r ❜♦t❤
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣✳
❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛t Θ = 180➦✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸ s❤♦✇s t❤❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶ ✐s st❛rt✐♥❣ t♦
r❡❝♦r❞ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s t❤❛♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷✱ t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆r♦✉♥❞
5 t♦ 6 kHz ❛♥❞ 10 kHz✱ ❧❡✈❡❧s ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷ ❛r❡ st✐❧❧ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✹ s❤♦✇s t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛t Θ = 240➦✳ ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✶
r❡❣✐st❡rs ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❜♦t❤ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ t❤❛♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✷✳ ❈✉r✈❛t✉r❡
♥♦✐s❡ ✐s st✐❧❧ ❧♦✇❡r ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✱ ❜✉t t❤❡ ❣❛♣ ✐s s❤r✐♥❦✐♥❣✳ ■t ✐s ❛❧s♦
❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❧♦✇❡r
✐♥ t❤❡ ✸❉ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡✱ t❤❛t ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❧❡ss ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥
s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❛♥ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✳
✸✽ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 140➦ ❢r♦♠ ✷❉
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 140➦ ❢r♦♠ ✸❉ ❙✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛ Θ = 140➦
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 180➦ ❢r♦♠ ✷❉
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 180➦ ❢r♦♠ ✸❉ ❙✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 180➦
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✺✱ ❛t Θ = 270➦ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧s
❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ 10 kHz✱ ✇❤✐❧❡ ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ st✐❧❧ ❜❡
❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❈✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❧✐❦❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ s❤✐❡❧❞✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡✳
Θ = 345➦ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❢t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣✱ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♠✐✲
❝r♦♣❤♦♥❡s ♣✐❝❦✐♥❣ ✉♣ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧s✱ ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡
❜❡t✇❡❡♥ Θ = 300➦ ❛♥❞ Θ = 330➦✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✻✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ Θ = 0➦✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❙P▲ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ✐s
❤✐❣❤❡r✳ ❈✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱
♠♦r❡ s♦ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✷❉ r❡s✉❧ts✱ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ 2 t♦ 10 kHz ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ 20 kHz✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡
s♣❛♥✇✐s❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣❡r ❡✛❡❝t ♦♥ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ t❤❛♥ ♦♥ ❝✉r✈❛t✉r❡
♥♦✐s❡✳
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❙♦✉♥❞ Pr❡ss✉r❡ ▲❡✈❡❧s ✸✾
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 240➦ ❢r♦♠ ✷❉
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 240➦ ❢r♦♠ ✸❉ ❙✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 240➦
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 270➦ ❢r♦♠ ✷❉
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 270➦ ❢r♦♠ ✸❉ ❙✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 270➦
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 345➦ ❢r♦♠ ✷❉
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚r❛✐❧✐♥❣ ❊❞❣❡ ❛♥❞ ❈✉r✈❛✲
t✉r❡ ◆♦✐s❡ ❛t Θ = 345➦ ❢r♦♠ ✸❉ ❙✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✵✳✵✶✷ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛ ❛t Θ = 345➦
❈❤❛♣t❡r ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❛ ❈♦❛♥❞❛✲✢❛♣ ✇❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❙✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❞✐❞ ♥♦t ❡①t❡♥❞ ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st t✉r❜✉❧❡♥t ✈♦rt✐❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t
❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥ t❤❡
s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ✇❛s ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✈✐rt✉❛❧ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✜❡❧❞
❛♥❞ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❢❛r✲✜❡❧❞✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s st✉❞② s✉♣♣♦rt t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ ❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❝❛♣t✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ ❛ s❤✐❢t ✐♥ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡
❡♥t✐r❡ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷❉ t♦ ✸❉ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪✳
❙♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♣❛♥✇✐s❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ ♦♥
❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ♠♦r❡
r❡❧❡✈❛♥t t♦ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ t❤❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡✳ ▼♦r❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs
❢♦r tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✱ ❛s ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡s❡ s♠❛❧❧❡r ❡❞❞✐❡s ✜t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s
t❤❛t ✇❡r❡ t❡st❡❞✳
❆ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ✐s s❡❡♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❢r♦♥t ❛r❝ ❞✉❡ t♦ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥
❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ❜② t❤❡ ✢❛♣✳ ▲♦✇❡r ❛❢t ♥♦✐s❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝✉r✈❛t✉r❡
♥♦✐s❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❜♦✈❡ 2 kHz ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❬✶✸❪✳
❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇♦rt❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣✱
❛s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡ ✇♦✉❧❞ ♠❡r❡❧② r❡❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦✇♥✇❛r❞s t♦ t❤❡ ❢r♦♥t✱
❜✉t ❧❡❛✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s ♥♦✐s❡ ❛❢t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣ ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳
❆ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛② ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❛s ❧❛r❣❡r s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❜✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✈❡r✐✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❢❛❝t✳ ❈✉r✲
✈❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ♠❛② ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❛r❣❡r s♣❛♥✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❛♥ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♥♦✐s❡✳
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